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Abstract 
Beginning with Madey’s pioneering work, there have been many papers on quantum-mechanical treatments of free 

electron laser (FEL). After the Lorentz transformation is performed from laboratory frame to Bambini-Reninieri frame, 
the motion of electrons can be treated non-relativistic. The low-gain FELs is discussed for numerical solution. In the latter 
section, the quantum regime of high gain FEL is also presented for numerical solution. 

 

1. はじめに 

自由電子レーザー(FEL)は 1971 年に、M.J. Madey が
提案した。ここでは量子力学で議論している。その後の
約１０年も、量子力学で多くの論文が提出された。文献
[1]の Madey の論文によるゲインの計算式の分母と分子
にあるプランク定数 h が上下でキャンセルし、古典力学
で記述できる事が判明し、加速器による開発が急激に進
展した。他方、量子 FEL は、理論研究のみが進んだ。 

古典力学領域と量子力学領域の境は、量子 FEL パラ
メーター𝜌̄𝜌によって決まる。これは、フォトン１個の反跳運
動量と飽和時の電子の運動量の拡がりとの比である。
𝜌̄𝜌 ≤ 1の場合に量子効果が表れる。 
量子 FEL パラメーターは、 

𝜌̄𝜌 = 𝜌𝜌
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
ℏ𝑘𝑘𝑟𝑟

= 𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜆𝜆𝑟𝑟
𝜆𝜆𝑐𝑐

 

で与えられる。ここで、𝜌𝜌は、従来の古典力学の FEL パラ
メーターであり、𝜆𝜆𝑟𝑟は放射波長、𝜆𝜆𝑐𝑐はコンプトン波長であ
る。 

現在の主流である SASE-FEL は、空間コヒーレントし
かない。量子 FEL は時間コヒーレントも持つ理想的レー
ザーである。 

2. ローゲイン FEL モデル 

2.1 FEL ハミルトニアン 
古典力学の FEL ハミルトニアンは、 

𝐻𝐻 = ��𝑝⃗𝑝 − 𝑒𝑒�𝐴𝐴𝑢𝑢 + 𝐴𝐴𝐿𝐿��
2
𝑐𝑐2 +𝑚𝑚0

2𝑐𝑐4�
1/2

 

である。ここで、ヘリカル・アンジュレーターを選ぶ。 
さらに、𝑝⃗𝑝 ⋅ 𝐴𝐴𝐿𝐿 = 𝑝𝑝 ⋅ 𝐴𝐴𝑢𝑢 = 0を利用して、近似し、 

𝐻𝐻 ≃ �𝑝𝑝𝑧𝑧2𝑐𝑐2 − 𝑖𝑖𝑒𝑒2𝐴𝐴𝑢𝑢�𝐴𝐴𝐿𝐿𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑢𝑢+𝑘𝑘𝐿𝐿)𝑧𝑧−𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑐𝑐. 𝑐𝑐. ��𝑐𝑐2 

であり、規格化質量 𝑚𝑚2 = 𝑚𝑚0
2 + 𝑒𝑒2𝐴𝐴𝑢𝑢2/𝑐𝑐4を定義した。 

2.2 Bambini-Renier 座標系 

シュレディンガー方程式を使うために、電子の運動速
度に近い座標系を選ぶ。この新しい運動座標系に、プラ
イム（‘）を付けて、 

𝑧𝑧 = (𝑧𝑧′ + 𝑣𝑣𝑡𝑡′)𝛾𝛾′ 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡′ + 𝑣𝑣𝑥𝑥′/𝑐𝑐2)𝛾𝛾′ 

ここで、𝛾𝛾 = (1 − 𝑣𝑣2/𝑐𝑐2)−
1
2 である。 

位相の項は、 

(𝑘𝑘𝑢𝑢 + 𝑘𝑘𝐿𝐿)𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 = 
�𝑘𝑘𝐿𝐿 + 𝑘𝑘𝑢𝑢 �1−

𝑣𝑣
𝑐𝑐�
� 𝑧𝑧′ − �𝜔𝜔 −

𝑣𝑣
𝑐𝑐

(𝑘𝑘𝑢𝑢 + 𝑘𝑘𝐿𝐿)� 𝑡𝑡′ 

であるが、時間依存性を消し去るために 

𝑣𝑣
𝑐𝑐

=
𝑘𝑘𝐿𝐿 − 𝑘𝑘𝑢𝑢
𝑘𝑘𝐿𝐿 + 𝑘𝑘𝑢𝑢

 

とする。この速度𝑣𝑣の系では 𝑘𝑘𝐿𝐿′ = 𝑘𝑘𝑢𝑢′  である。これ以後、

𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝐿𝐿′ = 𝑘𝑘𝑢𝑢′ とする。 

2.3 数値計算 
上記座標系に乗った電子１個のハミルトニアンは、 

𝐻𝐻 =
𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + ℏ𝜔𝜔 �𝑎𝑎𝐿𝐿
†𝑎𝑎𝐿𝐿 +

1
2
�+ ℏ𝜔𝜔�𝑎𝑎𝑢𝑢

†𝑎𝑎𝑢𝑢 +
1
2
� 

+𝑖𝑖ℏ𝑔𝑔�𝑎𝑎𝐿𝐿+𝑎𝑎𝑢𝑢𝑒𝑒−𝑖𝑖2𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑎𝑎𝑢𝑢
†𝑎𝑎𝐿𝐿𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖� 

である。前節の議論から、𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝐿𝐿 = 𝜔𝜔𝑢𝑢である。第１項は
電子の運動エネルギー、第２項は、レーザー・フォトンの
エネルギー、第３項は、アンジュレーター・フォトンのエネ
ルギー、第４項は相互作用を表し、𝑔𝑔はカップリング定数
である。 

FEL 動作は、アンジュレーター・フォトンが消滅し、レ
ーザー・フォトンが生成する。電子の運動量は 2ℏ𝑘𝑘 だ
け下がる。この状況は、シュインガー演算子 𝑆𝑆 を用いて
簡略化される[2]。つまり、演算子𝑆𝑆𝑍𝑍 ≡ 𝑝𝑝/ℏ𝑘𝑘 及び𝑆𝑆± =
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) を導入する。電子の運動量を 

𝑆𝑆+|𝑚𝑚⟩ = |𝑚𝑚+ 1⟩ 𝑆𝑆−|𝑚𝑚⟩ = |𝑚𝑚− 1⟩ 

のように、上げ下げできる。  ________________________________________  
# carpio.ai.185@gmail.com 
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波動関数を、 

|𝜓𝜓⟩ = �𝐶𝐶𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

|𝑛𝑛⟩|𝑚𝑚⟩ 

と展開する。ただし、条件 
𝑛𝑛 +𝑚𝑚 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

が付く。 

 
Figure 1: The exchange between electron momentum 
states via the electromagnetic field in discrete amounts is 
shown. 

静止している電子に光子が衝突する[2]。|𝑛𝑛⟩は、光子
の状態で、以下の性質があり、 

𝑎𝑎�†𝑎𝑎�|𝑛𝑛⟩ = 𝑛𝑛|𝑛𝑛⟩ 
𝑛𝑛は光子数で、𝑎𝑎�†や𝑎𝑎�は、光子の生成と消滅の演算子で
ある。以下の性質 

𝑎𝑎�†|𝑛𝑛⟩ = √𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛 + 1⟩ 
𝑎𝑎�|𝑛𝑛⟩ = √𝑛𝑛|𝑛𝑛 − 1⟩ 

がある。 
また、|𝑚𝑚⟩ は、電子の運動量の状態であり、 

𝑝̂𝑝|𝑚𝑚⟩ = 𝑚𝑚|𝑚𝑚⟩ 
である。 

ヒルベルト空間で、 
|𝑛𝑛,𝑚𝑚⟩ = |𝑛𝑛⟩⊗ |𝑚𝑚⟩ 

と書ける[3]。 
ハミルトニアンから 

𝑝̂𝑝 + 𝑎𝑎�†𝑎𝑎� = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
であり、つまり、 

𝑛𝑛 +𝑚𝑚 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
である。初期状態を真空とする。 

|𝜓𝜓⟩𝑧̄𝑧=0 = |0,0⟩ 
これは、𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 = 0 でもあるから、 

||𝑛𝑛⟩ ≡ |𝑛𝑛,−𝑛𝑛⟩ 
である。つまり、電子の運動量が減ると同時に光子が生
成される。この様子を、図 1 に示した。 

状態ベクトル |Ψ⟩𝑧̄𝑧 が 

|Ψ⟩𝑧̄𝑧 = �𝐶𝐶𝑛𝑛(𝑧̄𝑧)
∞

𝑛𝑛=0

||𝑛𝑛⟩ 

のように、展開できるとする。 
シュレディンガー方程式 

𝑖𝑖
𝜕𝜕|Ψ⟩𝑧̄𝑧
𝜕𝜕𝑧̄𝑧 = 𝐻𝐻�|Ψ⟩𝑧̄𝑧 

に代入して、 

𝐶̇𝐶𝑛𝑛 = −𝑖𝑖𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 �
𝑛𝑛

2𝜌̄𝜌 − 𝛿𝛿�+�𝜌̄𝜌�𝐶𝐶𝑛𝑛−1√𝑛𝑛 − 𝐶𝐶𝑛𝑛+1√𝑛𝑛 + 1� 

を得る。 
この式を数値計算して、図 2 を得る。これは、ラビ振動

である。 

 

 

 
Figure 2: The transition probabilities are plotted along the 
normalized distance 𝑧̄𝑧 at 𝜌̄𝜌 = 0.2 for (a) 𝛿𝛿 = 1/2𝜌̄𝜌 (b) 
𝛿𝛿 = 1/𝜌̄𝜌 (c) 𝛿𝛿 = 3/2𝜌̄𝜌. 
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3. ハイゲイン FEL モデル 

3.1 集団効果 
ハイゲイン FEL は、多数電子の集団効果による不安

定性を利用する。多粒子系の量子力学を基礎にして進
める。𝑁𝑁𝑒𝑒個の電子の FEL モデルを第２量子化する[4]。
ボソンによる物質場を仮定する。この場は光速度に近い
速度で動く。 

物質場の演算子をΨ�(𝜃𝜃, 𝑧̄𝑧)とする。 

交換関係 �Ψ�(𝜃𝜃),Ψ�(𝜃𝜃)†� = 𝛿𝛿�𝜃𝜃, 𝜃𝜃′� 
規格化条件 ∫0

2𝜋𝜋
Ψ�(𝜃𝜃)†Ψ�(𝜃𝜃) = 𝑁𝑁�𝑒𝑒 

を満たす。 
第２量子化のハミルトニアンは 

𝐻𝐻� = ∫0
2𝜋𝜋
Ψ�(𝜃𝜃)†𝐻𝐻(𝜃𝜃, 𝑝𝑝)Ψ�(𝜃𝜃)𝑑𝑑𝑑𝑑 

で定義され、 

𝐻𝐻� = ��
𝑝̂𝑝𝑗𝑗2

2𝜌̄𝜌 − 𝑖𝑖�
𝜌̄𝜌
𝑁𝑁𝑁𝑁

�𝑎𝑎�𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃𝑗𝑗 − 𝑎𝑎�†𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜗𝜗𝑗𝑗 ��
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

 

である。 
ハイゼンベルグ方程式は 

𝑖𝑖
𝜕𝜕Ψ�
𝜕𝜕𝑧̄𝑧 = �Ψ�,𝐻𝐻�� 

= −
1

2𝜌̄𝜌
𝜕𝜕2Ψ�
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+ 𝑖𝑖�
𝜌̄𝜌
𝑁𝑁
�𝑎𝑎†𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖� 

である。電界の成長は、 
𝑑𝑑𝐴̄𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � |Ψ(𝜃𝜃, 𝑧𝑧)|2

2𝜋𝜋

0
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴̄𝐴 

である。ただし、規格化条件 

� |Ψ(𝜃𝜃, 𝑧̄𝑧)|2
2𝜋𝜋

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1 

が付いている。 
運動量をベースにして、この物質波は 

Ψ�(𝜃𝜃) = � 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑢𝑢𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=−∞

(𝜃𝜃) 

と表現できる。ここで、 

𝑢𝑢𝑛𝑛 =
1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) 

である。これは、固有値 𝑛𝑛 を持つ運動量 𝑝𝑝 の固有関
数である。直交関係 

[𝑐𝑐𝑛𝑛, 𝑐𝑐𝑚𝑚†] = 𝛿𝛿𝑛𝑛,𝑚𝑚 

を利用し、上記の式に代入して、 

𝑑𝑑𝑐𝑐𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑧̄𝑧 = −𝑖𝑖

𝑛𝑛2

2𝜌̄𝜌 − 𝜌̄𝜌(𝐴𝐴𝑐𝑐𝑛𝑛−1 − 𝐴𝐴∗𝑐𝑐𝑛𝑛+1) 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑧̄𝑧

= � 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=−∞

𝑐𝑐𝑛𝑛−1∗ + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

２準位レーザーとして簡略化して、次の式を得る。 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑧̄𝑧

= 𝑐𝑐−1∗ + 𝑐𝑐1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

この式から、数値計算ができ、その結果を、図 3，図 4、
図 5 に示す。 
存在確率は |𝑐𝑐𝑛𝑛|2 であり、バンチングは 

𝑏𝑏 = � 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛−1∗
∞

𝑛𝑛=−∞

 

である。 

 
Figure 3: The evolution of radiation intensity is shown in 
the case of 𝜌̄𝜌 = 10, 𝛿𝛿 = 0. 

 
Figure 4: The electron momentum distributions are shown. 
The right figure shows in the case of 𝑧̄𝑧 = 0 and the left 
figure shows in the case of 𝑧̄𝑧 = 10. 

 
Figure 5: The bunching process along the z-axis are shown 
in the case of |𝑐𝑐(−1)|, |𝑐𝑐(0)|, |𝑐𝑐(1)| from left. 
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上記の式を計算すると、頻繁に数値不安定が起こる。
おそらく、安定化する方法があるのだろうが、本研究では
ウイグナー関数法に進む。 

3.2 分散方程式 
線形近似して、以下のような式を得る[5]。 

𝐴̄𝐴 = 0 + 𝐴̄𝐴(1) 

𝐶𝐶0 = 1 + 𝐶𝐶0
(1) 

𝑑𝑑𝐶𝐶−1
𝑑𝑑𝑧̄𝑧 = −

𝑖𝑖
2𝜌̄𝜌 𝐶𝐶−1 + 𝜌̄𝜌𝐴̄𝐴∗ 

𝑑𝑑𝐴̄𝐴
𝑑𝑑𝑧̄𝑧 = 𝐶𝐶−1∗ + 𝐶𝐶1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴̄𝐴 

 
Figure 6: The graphs show growth rate against detuning 
for different value of quantum FEL parameters rho. 

上記の変数 𝐶𝐶1,𝐶𝐶−1, 𝐴̄𝐴が、𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑖𝑖Λ𝑧̄𝑧)のように振舞うと
仮定して、分散方程式 

(𝛬𝛬 − 𝛿𝛿)�𝛬𝛬2 −
1

4𝜌̄𝜌2
�+ 1 = 0 

を得る。 
量子 FEL パラメーター𝜌̄𝜌 = 𝑟𝑟ℎ𝑜𝑜 = 10,1,0.2,0.1におけ

る分散方程式の解を図 6 に示す。 を境に、それより大
きい場合は古典解で、小さくなるに従い量子解である。
図 6 から解るように、量子 FEL ではゲインが低く、飽和ま
で長い距離を有する。 

3.3 離散ウィグナーモデル 
この節では、積分型の式を研究する。数値計算の安

定性がよいだろうと予想できる[6]。 
FEL の基本方程式は 

𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

1
𝜌̄𝜌
𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜃𝜃2

−
𝑖𝑖𝜌̄𝜌
2
�𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑐𝑐. 𝑐𝑐. �𝜓𝜓 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= � 𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

0
|𝜓𝜓|2𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 +

−𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜌̄𝜌 𝐴𝐴 

である。ここで、ウイグナー関数𝑊𝑊𝑚𝑚 

𝑊𝑊𝑚𝑚 =
1
𝜋𝜋

� 𝑑𝑑𝑑𝑑

+𝜋𝜋 2⁄

−𝜋𝜋 2⁄

𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝜃𝜃′𝜓𝜓∗(𝜃𝜃 − 𝜃𝜃′)𝜓𝜓(𝜃𝜃 + 𝜃𝜃′) 

を導入する。これに対して 

𝜓𝜓(𝜃𝜃) = �𝑐𝑐𝑚𝑚
𝑚𝑚

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖/2𝜋𝜋 

を代入して、新たな変数の定義 

𝑤𝑤𝑚𝑚2𝑛𝑛 = 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛
∗ 𝑐𝑐𝑚𝑚−𝑛𝑛 

𝑤𝑤𝑚𝑚+1/2
2𝑛𝑛+1 = 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛+1⋱

∗ 𝑐𝑐𝑚𝑚−𝑛𝑛 

𝑤𝑤𝑚𝑚0 = |𝑐𝑐𝑚𝑚|2 

を用いて 

𝑊𝑊𝑛𝑛 =
1

2𝜋𝜋 � �𝑤𝑤𝑚𝑚𝑛𝑛 + �
(−1)𝑚𝑚−𝑚𝑚′−1

(𝑚𝑚−𝑚𝑚′ − 1/2)𝑤𝑤𝑚𝑚′+1/2
𝑛𝑛

∞

𝑚𝑚=−∞

�
∞

𝑛𝑛=−∞

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

を得る。 
確率条件は 

�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏

−𝜏𝜏

𝑊𝑊𝑚𝑚 = |𝑐𝑐𝑚𝑚|2 �𝑊𝑊𝑚𝑚 =
𝑚𝑚

|𝜓𝜓(𝜃𝜃)|2 

を満たす。 
基本方程式は 

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑠𝑠𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑧̄𝑧 = −𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠
𝜌̄𝜌 𝑤𝑤𝑠𝑠

𝑛𝑛 +
𝛽𝛽
𝜌̄𝜌

(𝑤𝑤𝑠𝑠+1𝑛𝑛 − 𝑤𝑤𝑠𝑠𝑛𝑛) 

+𝜌̄𝜌 �(𝐴𝐴 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�𝑤𝑤
𝑠𝑠+12

𝑛𝑛−1 − 𝑤𝑤
𝑠𝑠−12

𝑛𝑛−1�

+ (𝐴𝐴 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�𝑤𝑤𝑠𝑠+1/2
𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑠𝑠−1/2

𝑛𝑛+1 �� 

となる。電場の成長は 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑧̄𝑧

= 𝑏𝑏 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

になる。これらの式を基礎にして、具体的な量子 FEL の
デザインができる。 

4. 量子 FEL の設計 

4.1 全体設計 
文献[4]は、設計例を出している。レーザー・アンジュレ

ーターを用いるのでコンパクトである。電子銃は、極めて
厳しい条件であるが、開発が動いている。 

Table 1: Set of Design Parameters 

QFEL parameter 0.2 
Pierce parameter 6×10-5 

Beam energy γ 36 
Peak current 863A 
Normalized emittance 0.05nm-rad 
Radiation wavelength 2Å 
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4.2 電子銃 
文献[7]にある装置の外観を図７に示す。上部のレー

ザーで照射し、レンズで絞り、次のレンズで円偏光にす
る。次の板には、回折格子があり、２重の六方晶系の錘 
ができて、ルビジウム原子を導入し、横から原子を励起
するためのレーザーを導入している。最後に静電場で電
子を外に引き出す。 

 
Figure 7: Ultracold electron source. 

4.3 アンジュレーター 
レーザー・アンジュレーターは、1980 年代から提案さ

れているが、成功は難しい。通常の永久磁石アンジュレ
ーターの周期は～cm であり、レーザー・アンジュレータ
ーの周期は～µm である。両者の中間くらいの周期での
アンジュレーターも提案されている。結晶やプラズマを利
用するタイプやウェイク・フィールドを利用する提案が出
ている。後者の一例として文献[8]の概念図を図8に示す。 

 
Figure 8: Wakefield undulator based on a sinusoidal 
dielectric waveguide is shown. 
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