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Abstract 
The study of bunch length measurement using coherent Smith-Purcell radiation (CSPR) has been performed at the 

Research Center for Electron Photon Science, Tohoku University. Information on the SPR spectrum of a single electron 
is required to obtain the longitudinal bunch shape from the measured CSPR spectrum. So far, the surface current model 
has been widely used to calculate SPR distributions. However, it was found that our measurement results of the angular 
distribution and polarization of the CSPR were not consistent with the expectation based on the conventional surface 
current model. Therefore, we reconsidered the model and performed three-dimensional numerical calculation to take into 
account geometrical shading effects for the surface current model. We describe the 3D numerical calculation and discuss 
the results in comparison with measurements. 

 

1. はじめに 

スミス＝パーセル放射(SPR)は周期構造を持った金属
近傍を電子が通過する際に発生する電磁波であり、放
射波長がその周期構造の周期長と観測角によって規定
されることが特徴である[1]。バンチ長が観測される放射
の波長より十分に短い場合にはコヒーレント放射（CSPR）
となり、従来行われてきたような CTR のスペクトル測定に
よるバンチ長測定などと異なり、CSPR ではその角度分
布を測ることで、分光することなく放射スペクトルの情報
を得ることができる。このことからシングルショットでの測
定が可能なビーム非破壊のバンチ長モニターとしての応
用が期待されている。その際、バンチ形状に関する情報
（バンチ形状因子）を得るためには、測定された放射のス
ペクトルの他に単電子の SPR のスペクトルが必要になる
が、この評価のためのモデルの一つとして表面電流モデ
ルが広く用いられている[2]。これまで東北大学電子光理
学研究センターでは、試験加速器 t-ACTS において
CSPR を用いたバンチ長計測の研究を行ってきた[3]。し
かし放射強度の角度分布について、これまでの我々の
測定結果がモデル計算と必ずしも一致しないことが分
かった。そこで表面電流モデルについて改めて検討を
行い、表面電流における幾何学的な遮蔽効果の影響を
三次元数値計算により評価した[4]。ここでは表面電流モ
デルについての検討と実施した数値計算について補足
しながら、実験との比較について報告する。 

2. 表面電流モデル 

スミス＝パーセル放射の放射波長は、 
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であらわされ、ここでdは格子の周期、𝑛𝑛𝑔𝑔は放射の次数、
𝜃𝜃は電子の進行方向(z 軸)からとった観測角、𝛽𝛽= v/c は
電子の相対論的速度である。ここで用いる座標系を Fig. 
1 に示す。z 軸に垂直な平面で回折格子と垂直な軸から
とった角度を𝜙𝜙とする。 

SPR は電子が通過する際に完全導体表面上に誘起さ
れる電流により生成されるとするのが表面電流(SC)モデ
ルである[5]。ある回折格子面上の表面電流について、
表面電荷密度 ρ とその速度𝑽𝑽��⃗  の積で表す。1 周期の表
面電流𝑱⃗𝑱𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡ℎは 1 周期を構成する各面の和である。 
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Figure 1: Schematic diagram of SPR and coordinate 
system. 
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また全体の表面電流𝑱⃗𝑱𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡は各周期の和である。 
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t-ACTS での実験で用いた回折格子を例にとって考え、

Fig. 1 のような三角形の回折格子の上流側の面を 1st 
facet,下流側の面を 2nd facet と定義する。ここで𝑟𝑟𝑔𝑔���⃗ は電

子から回折格子表面の点までのベクトルであり、電子と

回折格子表面との距離を𝑅𝑅𝑔𝑔とすると、𝑟𝑟𝑔𝑔���⃗ =𝑅𝑅𝑔𝑔∙𝑛𝑛�⃗ 、sfは１周

期 に お け る 各 面 を 表 す と 定 義 す る 。 Liénard–
Wiechert potentials より真空中を運動する電子からの電

場は 
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であらわされる[6]。回折格子上空にある電子が直下の

回折格子表面に誘導電荷を発生させるとき、その電場は

遅延時間𝑡𝑡𝑟𝑟 = 𝑡𝑡 − 𝑅𝑅𝑔𝑔
𝑐𝑐
における電子からのものである。電

子が加速されていないので加速度項は 0 である。この電

場の回折格子表面に垂直な成分が表面電荷密度𝜌𝜌に比

例する。電子軌道と回折格子面の延長の交点におい

て電子と表面電荷が一点に収束すると仮定する。表

面電荷がこの交点に到達する時間を𝑡𝑡′と定義する。

時間𝑡𝑡における表面電荷の位置とこの交点との距離

を𝑡𝑡′ − 𝑡𝑡で割ったものが表面電荷の速度である。 

𝑡𝑡′ =
−(𝑧𝑧0 − 𝑧𝑧1) + (𝑦𝑦0 − 𝑦𝑦) tan−1 𝛼𝛼

𝑣𝑣
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電子の速度ベクトルは𝑣⃗𝑣 =𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧である。このとき表面電

荷速度はｚ方向については v と一致する。一方で他の成

分については回折格子表面に沿って移動するために速

度の大きさが光速を超過することになる。𝑡𝑡＝0 の時速度

の大きさは�𝑉𝑉�⃗ � = 𝛽𝛽𝛽𝛽√1 + tan2 𝛼𝛼である。第 1 面の傾斜角

6 度、頂角 90 度、第 2 面の傾斜角が-84 度の場合第一

面においては 1.005c、第 2 面においては 9.56c となり特

に第 2 面においては光速を大きく超過している。第 1 面

と第 2 面における表面電流密度の違いについて Fig. 2
に示す。第 1 面においては遠方で一点に収束するが、

第 2 面では発散する方向である。電流密度𝑱⃗𝑱𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡により𝑛𝑛𝑟𝑟����⃑
方向に放射されるエネルギーは 

𝜕𝜕2𝐼𝐼
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であらわされる[6]。求めた ρ と𝑉𝑉�⃗ を代入し幾何学的な遮
蔽や端部の効果、電場の反射や回折を無視する近似の
もとで解析的に解くことで得られる単電子の SPR の分布
は 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑Ω

�
𝑠𝑠𝑠𝑠

= 2𝜋𝜋𝑒𝑒2
𝑍𝑍
𝑑𝑑2

𝑚𝑚2𝛽𝛽3

(1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)3 𝑅𝑅
2 exp �−

2ℎ
𝜆𝜆𝑒𝑒
� (8) 

である[7]。ここで Z は回折格子の全長、e は電子の電荷、

𝑅𝑅2は回折格子形状によって決まる回折格子因子と呼ば

れる値である。𝑅𝑅2は1周期における各面について計算す

ることができる。𝜆𝜆𝑒𝑒 ≡
𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽

2𝜋𝜋√(1+𝛽𝛽2𝛾𝛾2 sin2 𝜃𝜃 sin2 𝜙𝜙) 
はエバネッセ

ント波長と呼ばれる値である。Figure 3 に θ=90 度におけ

る単電子の場合の第 1 面と第 2 面からの放射及び全体

の放射の𝜙𝜙 分布を示す。第 1 面と第 2 面で表面電流ベ

クトルの y 成分が大きく異なることから第 1 面の場合は𝜙𝜙
＝0 がピークとなるが第 2 面の場合は𝜙𝜙＝0 面で小さくな

る。 

3. 3 次元数値計算 

3.1 遮蔽効果 
回折格子表面に誘起電荷を作るのは過去の電子が

発した電場である。このとき、もっとも簡単な場合の幾何

 
Figure 3: Azimuthal angular distribution (𝜙𝜙 ) of SPR 
intensity by single electron @θ= 90 deg. 

 
Figure 2: Surface current density at the first and second 
facets. 
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学的な遮蔽効果を考えると過去からの電子の電場が回
折格子の構造上遮られて回折格子表面に届かないこと
が考えられる。ビームエネルギー22 MeV、γ=43、周期長
d=600 μm、回折格子の溝の底から電子までの高さ
h=500 μm、傾斜角 α=6 度、頂角 90 度の回折格子という
条件を考えたとき、遅延時間は-72 ピコ秒である。表面電
荷を誘起させるのは 22 mm 上流に存在していた電子か
らの電場である。一方で幾何学的な条件を考えると回折
格子上のある範囲においては遅延時間に存在していた
電子の作る電場が遮られている効果を考慮すべきと考え
られる。これが遮蔽効果である。Figure 4 に遮蔽効果の
模式図を示す。 

3.2 数値計算 
遮蔽効果を考慮した表面電流モデルを解析的に解く

のは容易ではない。そこで三次元数値計算による積分
計算を行うことで遮蔽効果の評価を行った。回折格子表
面においてメッシュを切ってそれぞれの位置での表面電
流ベクトルを ρ と V から計算する。ある観測点l0𝑛𝑛�⃗で回折
格子表面上の各点𝒋𝒋𝒓𝒓で作る電場を空間 r 時間,t 周波
数,ω について数値積分を行う。メッシュサイズは y＝
100 μm、z=1 μm、 t=5 fs とした。積分範囲は y 方向
±30mm、z 方向電子の位置から±200 μm、時間範囲は 1
周期の上を通過する前後 1 psec である-1 psec~3 psec、
周波数積分は共鳴周波数の±10％について 21 分割して
計算した。遮蔽効果がある場合とない場合及び従来の
計算の比較について Fig. 5(a)に θ分布、(b)に𝜙𝜙分布をし
めす。θ 分布は 6 度から 90 度まで 2 度ステップ、𝜙𝜙分布
は 0 度から 10 度まで 0.5 度ステップの計算結果である。
遮蔽効果を考えない場合の計算は従来のモデル計算と
当然ながら一致している。一方、遮蔽効果を考えた計算

では、θ分布では強度が小さくなり、𝜙𝜙分布では𝜙𝜙=0 度で
強度が小さくならないという計算結果が得られた。 

3.3 偏光成分 
遮蔽効果を考慮した場合、第 2 面からの放射の寄与

がほとんどなくなることを示している。したがって第 2 面か
らの放射の表面電流ベクトルの違いから、観測されるべ
き偏光成分にも大きな違いを生じるものと予期される。第
1 面からの放射は電場の振動方向が回折格子の溝と垂
直であり、第 2 面からの放射は溝と平行な成分が含まれ
る。回折格子の溝と平行な電場振動成分が S 偏光であ
り、回折格子の溝と垂直な電場振動成分が P 偏光であ
る。すなわち、遮蔽効果を考えない場合は両方の偏光
成分があるが考慮した場合は P 偏光のみになると考えら
れる。計算の結果、Fig. 6 に示すように遮蔽効果を考え
ない場合は S 偏光と P 偏光が存在するが、遮蔽効果を
考慮するとほぼ全てが P 偏光であるという計算結果が得
られた。 

 

 
Figure 4: Schematic diagram of shading effect. 

 
(a) θ distribution 

 
(b) 𝜙𝜙 distribution 

Figure 5: Comparison of numerical calculations with and no shading effect and analytical calculation. 
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４. 偏光測定 

計算によって示唆された偏光成分の違いについて実

験で確かめた。実験は東北大学電子光理学研究セン

ターの試験加速器 t-ACTS で行った。偏光子にはテラヘ

ルツ域の偏光測定に広く用いられるワイヤグリッドを用い

た。ワイヤグリッドの回転角𝜃𝜃𝑟𝑟について回折格子と平行な

向きを 0 度と定義する。𝜃𝜃𝑟𝑟 =0度、180度においては P 偏

光が 100％通過し、90 度、270 度においては S 偏光が

100％通過する。CSPR の検出には、テラヘルツ帯域で

高感度・広帯域の焦電型検出器 THz10（SLT センサー

アンドレーザーテクニック社製）を用いた。偏光測定は光

路長を 300 mm に保った状態で観測角 θ=45 度、60 度、

90度において行った。偏光測定の結果を Fig. 7に示す。

いずれの観測角においてもほとんどが P 偏光という結果

であった。遮蔽効果がある場合とない場合についての直

線偏光度を計算し、測定の直線偏光度 P = (𝐼𝐼0 − 𝐼𝐼90 +
𝐼𝐼180−𝐼𝐼270)/(𝐼𝐼0 + 𝐼𝐼90 + 𝐼𝐼180 + 𝐼𝐼270)と比較した。P=1 の時

100％P 偏光であり、-1の時 100％S偏光である。Figure 8
にそれぞれの直線偏光度を示す。遮蔽効果を考慮した

場合の偏光度はほぼ 1であり、考慮しない場合の直線偏

光度は 0.1~0.3 である。測定の結果は直線偏光度

0.75~0.9 であり、遮蔽効果を考慮した計算と矛盾のない

結果であった。以前行われた𝜙𝜙分布の測定結果につい

ても遮蔽効果を考慮した計算がより適切であると考えら

れる[4]。これらの測定結果は現在行われている実験条

件において遮蔽効果が無視できないことを示している。 

5. まとめ 

CSPR はビーム非破壊かつシングルショットでの計測

が可能なバンチ長モニターとしての応用が期待されてい

る。SPR の分布の計算には表面電流モデルが広く用い

られているが、CSPR の角度分布についての我々の測定

の結果は従来の SC モデル計算から予想される結果と異

なるものだった。そこで SC モデルについて再検討し、従

来のSCモデルでは考慮されていなかった幾何学的な遮

蔽効果の影響を取り入れた評価を行い、従来の SC モデ

ルと比較した。その結果、三角形状の格子面をもった回

折格子の場合、遮蔽効果により第1面からの放射の寄与

以上に第 2面からの放射の寄与がより大きく低減し、この

ため偏光成分もほぼ P 偏光のみになることがわかった。

また、これらの遮蔽効果を含めた評価結果は、t-ACTS
における CSPR の方位角分布や偏光度の測定とも矛盾

しないものである。 
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Figure 7: Polarization measurement results. 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

40 50 60 70 80 90 100

With shading 
No Shading
Measurements

de
gr

ee
 o

f l
in

ea
r p

ol
ar

iz
at

io
n

θ Observation angle(deg)  
Figure 8: Comparison of calculated and measured linear 
polarization. 
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