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PF リングにおける非線形なベータトロン共振曲線の観測

本田 融・上田 明・三橋利行・宮島 司

Nonlinear Frequency Response of the Betatron Oscillation
at the Photon Factory Storage Ring

Tohru HONDA, Akira UEDA, Toshiyuki MITSUHASHI and Tsukasa MIYAJIMA

Abstract

Octupole magnet takes an important part in the cure of the transverse instability at the Photon Factory storage ring.
Under the existence of the octupole ˆeld, remarkable asymmetric frequency-response curves were observed in the ex-
citation of the vertical betatron oscillation. The form of the response curve depended on the octupole current and the
direction of the frequency scan. The betatron resonance continued much above the betatron tune and the amplitude of
the oscillation suddenly fall down at the end. The frequency response extended to about 20 kHz higher than the tune
frequency when the maximum octupole ˆeld was applied. Such asymmetric frequency responses appeared only for the
positive frequency scan. We have found that the observed frequency response for the betatron oscillation has many
similarities with the frequency response of the nonlinear forced oscillation described by the Du‹ng equation.

. は じ め に

PF リングは KEK の蓄積エネルギー 2.5 GeV，周

長 187 m の電子蓄積リングである．1982 年の立ち上

げ以来約 25 年近くの間放射光源リングとしてユー

ザー運転を続けている．この間 1986 年と 1997 年の

2 度にわたって高輝度化を行い，開業当初 450 nm
rad であった水平エミッタンスは 130 nm rad を経て

36 nm rad まで改善されている．特に 1997 年の高輝

度化は蓄積リングの約半周におよぶノーマルセル部で

四極電磁石と六極電磁石の数を倍増し，真空ダクトを

更新するという大改造を伴うものであった．そして

2005 年度には直線部増強計画1)のため，2 度目の蓄積

リング大改造を行っている．今回の改造範囲は高輝度

化改造で更新したノーマルセル部を除いた残りの直線

部で，当該範囲にあるすべての四極電磁石と真空ダク

トを更新し，挿入光源や RF 空洞等が設置されている

既存直線部の大幅な延長と 4 か所の新しい短直線部

の増設を実現する．直線部の延長によって新タイプの

挿入光源の導入の選択肢が広がり，また新設の短直線

部には X 線領域のスペクトルを持つ短周期アンジュ

レータを光源とする新ビームラインが建設される．

1997 年の高輝度化前には約 7 年間陽電子でユー

ザー実験を行ったことがあった．陽電子運転の主な利

点はビーム寿命の改善であった．KEKB 運転開始に

向けた入射器のエネルギー増強の影響もあり高輝度化

改造と相前後して電子による運転に戻り今日に至って

いる．大改造後のビーム寿命の回復には 2 年あまり

の期間を必要としたが，その間に開発された RF 位相

変調法2)の効用もあって 400 mA で 60 時間以上とい

う以前の陽電子運転に比べても遜色のないビーム寿命

でユーザー運転が続けられてきた．

電子ビームの蓄積時に実用上問題となる現象の一つ

が垂直方向に観測される横方向ビーム不安定性3)であ

る．この横方向ビーム不安定性を緩和するためにハー

モニック数 312 に対して連続した 280 バンチに電子

をつめ，残りの 32 バケットを空にしたパーシャルフ

ィル運転を行っている．パーシャルフィルにしてもな

お弱いビーム不安定性が残り，これを完全に抑制する

ために八極電磁石が用いられてきた．八極電磁石によ

る不安定性抑制は一般に tune spread に伴って生じる

Landau damping によると解釈されている．しかし八

極磁場に対する実際のビームの応答は理論的に明快で

ない複雑な側面もあり，PF リングでは単バンチビー
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図 4 つの八極電磁石とビームシェイカーの配置．括弧の中の 2 つの数字はそれぞれのコンポーネント位置での水

平，垂直方向のベータ関数の値（単位 m）である．
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ムの振幅依存チューンシフトやダイナミックアパーチ

ャ等について高速キッカーと位相空間モニターを用い

て解析が進められてきた4)．またパルス的に八極磁場

を発生させてビーム不安定性の成長や抑制の過渡現象

を観測する試みも続けられている5)．

PF リングではシングルバンチ運転時にバンチの純

化操作6)，すなわちバンチ純度を高く保つためにメイ

ンバンチ以外のバンチのベータトロン振動を励起して

蹴り落とす操作を常時行っている．このような状況下

で水平，垂直方向のチューンを同時にモニターするた

めのビーム励起源としてコンパクトな磁気ビームシェ

イカーを設置した．従来チューン測定に用いているス

トリップライン電極を用いた RFKO システムを補完

するものであるが，ビームテストの段階でビームダン

プにいたる寸前までビーム振動を励起したときにチ

ューンに対して全く左右非対称の共振曲線が記録され

ることに気がついた．ビームを蹴り落とす目的で強く

励振するときに幅の広い共振波形が見られること，ま

たバンチ純化においては周波数が増加する方向に掃引

をした時のみ効率よくビームを蹴り落とすことが出来

ることは運転上しばしば経験されていた．しかしたい

ていの場合共振曲線の記録はチューン測定を目的とし

ており，今までに非対称な共振曲線の記録をとった例

はあまりなかった．今回特に蓄積リングの持つ非線形

磁場と観測される共振曲線の形状の関連性に興味を持

ち詳細に調査を行った．

本論文ではまず PF リングで八極電磁石に流す電流

値を変えたとき蓄積ビームの横方向不安定性が抑制さ

れたり，逆に励起されたりする様子を 2 節で紹介す

る．次に 3 節では蓄積電子ビームのベータトロン振

動をビームシェイカーで励起したときに観測された非

対称な共振曲線を紹介する．励振周波数を増加する方

向に掃引したときと減少する方向に掃引したときには

全く異なる形の共振曲線が得られる．そしてこの共振

曲線の形状もまた八極電磁石の励磁電流を変えること

に強く依存することが判ったのでその観測結果につい

て述べる．4 節では一般的な非線形振動方程式の解析

結果と比較して八極磁場の存在とベータトロン振動共

振曲線の掃引方向依存性や形状変化との関連について

定性的な考察を加えようと思う．

. 八極電磁石によるビーム不安定性の抑制

図に示したように PF リングには 4 つの八極電磁

石が設置されている．各々の場所での水平と垂直方向

のベータ関数の値を図の括弧の中に記した．PF の八

極電磁石の一番重要な役割は垂直方向のビーム不安定

性の抑制にあるので垂直方向のベータ関数が大きめの

値を持つ場所に置かれている．通常 4 台の八極電磁

石を個別に励磁することはなく同時に同一の電流を流

す．本論分においては以下 4 台の八極電磁石にすべ

て同時に同じ電流を流したという意味で，単に八極電

磁石の電流値は何 A という表現をする．

八極磁場のポテンシャルは，

V4＝
1
24

S4(s)(x 4－6x 2y 2＋y 4) (1)

S4(s)＝
1

Br
d 3By

dx 3 ＝
K3

L
(2)
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図 八極電磁石の強さ K3(m－3)の励磁電流依存性．

図 PF リングの横方向ビーム不安定性の八極電磁石

電流に対する依存性．バンチ列 290 バンチ，蓄

積電流値 447 mA，RF 位相変調をかけない状態

での測定結果．
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と表される．ここに Br は magnetic rigidity，L は八

極電磁石の有効磁場長，K3 が八極磁場の強さであ

る．一台あたりの励磁電流と八極磁場の強さ K3

(m－3)の関係は図のようになっている．最大電流

値±20 A で約 400 m－3 の八極磁場が発生する．

PF リングに電子を蓄積するとき，間隙を空けるこ

となくすべてのバンチに電子を入れると強い垂直方向

のビーム不安定性が観測される．この不安定性はイオ

ン捕獲に起因する不安定性であると解釈されている．

このフルフィルでの不安定性は八極電磁石を励磁して

も抑制することは出来ない．垂直方向のビーム不安定

性を緩和するためにバンチ列に間隙を設けるパーシャ

ルフィルの方法をとっている．先に記したように通常

280 バンチのバンチ列に電子を入れて，初期電流値

450 mA でユーザー運転が行われている．パーシャル

フィルによってビーム不安定性は確かに弱くなるが，

少なくともユーザー運転で利用される電流値の範囲

350 mA から 450 mA では全域でやはり垂直方向の

ビーム不安定性が生じる．パーシャルフィルのビーム

不安定性は八極電磁石をある値以上の電流で励磁する

と安全に抑制される．

図に水平，垂直のビーム不安定性が八極電磁石の

励磁電流に依存してどのように変化するか測定した

データを示す．横軸は八極電磁石の励磁電流，縦軸は

あるひとつのボタン電極信号にみられた水平，垂直の

ベータトロンサイドバンドの振幅を対数表示してい

る．測定に使用したボタン電極の水平，垂直方向の感

度の違いは補正していない．よって各々の方向でのス

ペクトル強度の八極磁場に対する変動に注目してもら

いたい．強度－96 dBm 付近がこの測定での雑音レベ

ルで，信号がこのレベルにあるときはビーム不安定性

が起こっていないことを示す．図中黒丸で描かれてい

るのが垂直方向の，白丸が水平方向のビーム不安定性

のビームスペクトル強度である．図の測定例は 290
バンチのパーシャルフィルに対するデータであるが不

安定性の発現と抑制の様子は 280 バンチのときもほ

ぼ同様である．八極電磁石を正に励磁しても負に励磁

しても約 6 A より大きい電流を流すと垂直の不安定

性のピークが完全に見えなくなる．通常のマルチバン

チのユーザー運転では八極電磁石を－15 A まで励磁

することによって不安定性を抑制している．ただ八極

磁場の影響でダイナミックアパーチャが減少するため

入射効率の悪化を招く．よって入射中は八極の励磁電

流は通常－1 A まで下げている．またシングルバンチ

運転時はマルチバンチのときのような垂直方向のビー

ム不安定性は見られないので通常八極の励磁は行わな

い．

PF リングでは八極電磁石を正の方向に励磁して運

転することはあまりないが，正の方向に励磁電流を増

やして行くと垂直方向の不安定性が治まる代わりに水

平方向の不安定性が発現する．図の白丸を見ると八

極電流値＋15 A 以上で水平方向の不安定性のピーク

が強く現れている様子がわかる．これに関しては八極

電磁石によって負の K3 が加わり，結果としてリング

全体の八極磁場成分が減少し，tune spread が小さく

なって Landau Damping 弱くなり水平方向の不安定

性が成長し始めると考えることが出来よう．
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図 ビームシェイカーのブロック図．水平と垂直方向にそれぞれ 2 ターンコイルを巻いたウインドウフレーム型フ

ェライトコア磁石とセラミックダクトで構成されている．

図 ビームシェイカーの入力パワーと発生する磁場の

強さ．
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. ベータトロン共振曲線の観測

. 共振曲線の観測方法

本実験でベータトロン振動の励起源として用いたの

はセラミックダクトとウインドウフレーム型フェライ

トコア磁石で構成したビームシェイカーであった．図

にそのブロック図を示す．水平，垂直方向にそれぞ

れ 2 ターンコイルを持ち，また信号源も 2 系統備え

ており両方向に同時に独立の励起信号を入力すること

が出来る．終端にダミーロードを接続し，出来るだけ

広い帯域で 50 オームに整合するように回路定数を調

整した結果 3 dB バンド幅で，水平方向に 25 MHz，
垂直方向に 18 MHz まで帯域を確保することが出来

た．RF アンプは帯域 30 MHz，利得 50 dB で最高出

力 100 W である．30 MHz 帯域を持つ任意波形発生

器を信号源として用いベースバンドからその 10 倍程

度の範囲においてフラットな特性で，白色雑音から正

弦波まで様々な波形でビーム振動を励起することが出

来る．白色雑音による励起はチューンの常時モニター

を行うときに良く用いている．

ビームシェイカーに正弦波を入力したとき発生する

磁場の強さを図にプロットした．横軸は RF アンプ

への入力パワーで縦軸が発生する磁場の強度である．

最大磁場は水平に1.6×10－4 T，垂直に 0.8×10－4 T
となっている．設置場所とその場所でのベータ関数は

図に示したとおりである．またビームシェイカーの

磁場長は 130 mm である．

本論分では垂直方向のベータトロン振動の観測に的

を絞って報告する．振動の検出はビームシェイカーの

直上流の BPM の一個のボタン電極信号を用いた．図

の中に BPM241 と図示したのがそれで，垂直方向

に大きなベータ関数を持ち垂直振動検出には適した場

所である．共振曲線の観測はリアルタイムスペアナ

（Tektronix RSA230）で FRF＝500.1 MHz の右側の

サイドバンドピークを利用した．ひとつひとつの共振

曲線はスペアナの平均操作を max hold に設定し多数

回の周波数掃引の平均として取得した波形である．

PF リングの通常のオペレーションポイントは（nx,
ny)＝(9.60, 4.28）である．周回周波数は frev＝1.6
MHz であるので垂直のベータトロン振動の基本周波

数は約 450 kHz である．任意波形発生器の正弦波出

力を幅 100 kHz 程度（400 kHz から 500 kHz）で繰

り返し掃引する．正，負の掃引方向については別々に

共振曲線を記録した．周波数掃引の繰り返し周期は約

1 秒であった．また共振曲線の測定時はビーム寿命の

改善と縦方向のビーム不安定性の抑制に使われている

RF 位相変調はかけない状態で，またアンジュレータ

等の挿入光源のギャップは許容される範囲内で最大ギ
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図 垂直方向ベータトロン振動の共振曲線の八極磁場

依存性．マルチバンチ，蓄積電流値 33 mA～45
mA にて，正方向の周波数掃引．矢印で示したの

が八極電磁石の励磁電流値．

図 垂直方向ベータトロン振動の共振曲線の八極磁場

依存性．マルチバンチ，蓄積電流値 33 mA～45
mA にて，負方向の周波数掃引．矢印で示したの

が八極電磁石の励磁電流値．
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ャップまで開いておいた．縦方向超電導ウィグラー

（VW#14）は常時励磁されていた．

. 共振曲線の掃引方向依存性と八極磁場依存性

（マルチバンチ）

図に示したのがマルチバンチ運転時（パーシャル

フィル，280 バンチ）に観測された垂直方向のベータ

トロン振動の共振曲線である．スペクトラムアナライ

ザーで観測した FRF の上側ベータトロンサイドバン

ドの強度を dB 単位でプロットしている．測定時の蓄

積電流値は通常ユーザー運転の約 1/10 の 40 mA 程

度であった．図は正の方向に周波数掃引をしたとき

の記録である．各共振曲線のそばに矢印で示した電流

値が測定時の八極電磁石の励磁電流値である．八極の

電流は±20 A の範囲で測定をしたが，それぞれの電

流値でビームダンプを起こさないように注意しながら

出来るだけビームシェイカーの励起を強くして共振曲

線を記録した．八極の電流値が－20 Aに 近いほどす

なわち K3 の値が大きいほど，ビームシェイカーへの

入力信号が強くなる傾向が現れた．図の測定はビー

ムシェイカーの入力が－15 dBm から－22 dBm の範

囲で行われた．また共振曲線の形状を見やすくするた

めに各曲線は対数表示の縦軸に対して適当に位置をず

らして表示している．よって各曲線同志の強度の違い

ではなく主に形状の変化に注目して見ていただきたい．

また八極電磁石の励磁電流を変えるとベータトロン

チューンに多少の変動がみられた．実際チューンは八

極電流値を－20 A から＋20 A に変えたとき約 15
kHz 増加した．図の横軸はそれぞれの測定時に微

小なビームシェイカー入力で測定したチューンの値を

0 として，そのまわり±30 kHz の範囲の共振曲線を

表示している．

観測された共振曲線の特徴をあげると以下のようで

ある．八極の電流値がマイナス側に大きな値を持つと

きは一度あまり鋭くないピークを描いた後＋10 kHz
ないし＋20 kHz ほど高い周波数まで大きい振幅を維

持して最後に急激に振動がおさまる．八極の電流値が

正の方向に大きくなるとこのような特徴は弱くなり，

＋10 A よりも大きい電流値に対してはほぼ左右対称

の共振曲線が観測されている．また八極の電流値が正

のときに左右対称に±23 kHz あたりに現れている

ピークはその出現位置から見てシンクロトロン振動の

サイドバンドである．シンクロトロンサイドバンドの

出現は八極の電流を負にすると抑制されてしまってい

る．

図は図と同じ条件での測定であるが，唯一周波

数掃引の方向が反対である点が異なる．八極の電流値

が負のときのほうが観測されるピークの半値幅が大き

い傾向が見えている．図で見られたような左右非対

称な共振曲線は現れない．チューンの値を中心に左右

対称のピークが観測される．また正方向の周波数掃引

時とのもうひとつの違いは，反対掃引の時はこの実験

で用いたビームシェイカーの最大出力で励振してやっ

てもビーム電流が減ったり，ビームダンプが起こった

りしないということである．ビームシェイカーの限ら

れた励振パワーでビームを蹴り落とすには必ず正方向

に周波数を掃引してやらなければならなかった．
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図 共振曲線を測定した 5 つのオペレーションポイ

ント．

図 図 8 の A から E の 5 つのオペレーションポイン

トでの共振曲線，八極電磁石の電流値は－15 A
に固定．

図 垂直方向ベータトロン振動の共振曲線の八極磁場

依存性．シングルバンチ，蓄積電流値 4 mA～5
mA にて，正方向の周波数掃引．
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共振曲線の形とチューンダイアグラム上のストップ

バンドとの関連性を調べるために垂直方向のチューン

を変動させて観測を試みた．蓄積ビームを保持したま

まで比較的狭い範囲でしかチューンを動かしていない

が，図に A から E の記号で示した 5 つのオペレー

ションポイントで共振曲線を記録した．図には近く

を通る 4 次までの共鳴線を描き入れてある．実線は 2
次，破線が 3 次そして細めの破線が 4 次の共鳴線で

ある．

観測結果を図に示す．図，図の測定は（nx, ny)

＝(9.60, 4.28）で行われたものでオペレーションポイ

ントは C 点に相当する．図で A, B, C の 3 点での

共振曲線の形はあまり違いが見られない．唯一 D 点

では大きい振幅が 25 kHz を超えるところまで持続し

ており，また持続した振幅の下がりがあまり急峻では

ない．そして E 点では高い振幅の持続する範囲が狭

まってしかも振幅の下がりがこれも急峻ではない．こ

の C 点，D 点の付近を通っているのは 4ny＝17 で与

えられる 4 次の共鳴線である．この 4 次の共鳴線が

存在することはファーストキッカーを使った実験4)で

確認されており，八極磁場が存在するときにこの共鳴

が起こると説明されている．共振曲線の形状の変化は

この 4 次の共鳴線の存在になんらかの影響を受けて

いると考えられる．

. 共振曲線とビーム振動の同時観測（シングル

バンチ）

非対称な共振曲線が観測される状況で，実際にはバ

ンチの振動がどのように見えるのだろうか．ストリー

クカメラを用いて観測してみようと思い，シングルバ

ンチで実験を行った．

図の測定と同様正方向の周波数掃引で測定された

共振曲線を図に示す．ビームシェイカーへの入力

パワーは－10 dBm から－21 dBm でやはり八極の電

流値が正に大きくなるに従い入力パワーも減少した．

非対称な共振が見られることは同じだが，共振曲線の

形は図とは多少異なっている．図で見られたチ

ューンの位置での緩やかなピークは見られず，振幅が

徐々に増大して行きながらあるところで急激に振動し

なくなるという特徴を持っている．八極の電流値が正

になり＋15 A を越えたあたりから共振曲線がほぼ左

右対称になっている．八極の電流値＋20 A のときの

振動の振幅が小さいのは，主にビームシェイカーの入

力パワーが小さいからである．この電流値ではこれ以

上入力パワーを上げるとビーム寿命の短縮，あるいは
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 ストリークカメラによるシングルバンチビームの振動の観測．画面上横方向の 1 ターン毎のビーム同志の間隔の

変動が垂直方向の重心振動に相当．左側の写真は振幅が小さいときに観測される重心の振動．右側の写真は非対

称な共振曲線が観測される状況で記録されたもので，バンチ内電子分布の変動によると思われるバンチの濃淡が

見られる．

図 非対称な共振曲線が見られるときのスペクトルの時間変動．下の図の時間軸は上から下へ流れる．励振周波数の

2 倍のピークが現れている．共振曲線がジャンプする直前に 4 倍波と推定されるピークも現れる．
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ビームが削れる現象が直ぐに発生する．すなわち八極

の電流値が正に大きいほど，小さな振幅でビーム電流

が削れる傾向が見られた．また図には掲げていないが

負の方向の周波数掃引に対してはマルチバンチの時と

同じようにどの八極の電流値に対しても左右対称の共

振曲線が観測された．

図にビームシェイカーで励振しているときに 2
軸掃引のストリークカメラで撮ったビーム振動の写真

を示した．1 ターン毎のバンチの映像が横方向に並ん

でおり，バンチの頭と尾は 1 ターンごとに上下が逆

転しているが，横方向のバンチ間隔の変動としてバン

チの垂直方向の重心振動が観測される．図の左側

の写真はビームシェイカーの励振信号が弱いときに記

録されたもので，バンチがその形を崩すことなく垂直

方向に振動している様子が映し出されている．一方右

側の写真は，図で非対称な共振曲線が観測される

ような状況で記録されたもので，ターンごとにバンチ

に濃淡が生じている．これは最早バンチが単純な重心

の振動にとどまらず，そのバンチ内の電子の分布形状

を変えるような振動を起こしていることを表している

と考えられる．

図は同じく非対称な共振曲線が観測される状況

でリアルタイムスペアナによって記録したスペクトル

の時間変動である．下半分の図がスペクトルの時間変

動を表し，図中時間は上から下へ流れる．上半分のス

ペクトルは，下の図の中でマーカー（白い四角）が表

示されている時間に対応した周波数スペクトルであ

る．下図中に見られる 2 本の明るくて太い縦線のう

ち左端が fRF＝500.1 MHz，右端が fRF＋ frev＝501.7
MHz の周回周波数の信号である．fRF の信号の右側



― 189 ― 65

図 Du‹ng 方程式の共振曲線（a＝1, k＝1, m＝0.1,
v0＝1）．
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で周波数が増加する方向に長く斜めに流れているのが

非対称な共振曲線に相当するベータトロンサイドバン

ドである．対称に周波数が減少する方向に長く斜めに

流れているのは fRF＋frev の下側のベータトロンサイド

バンドである．そして図中にはちょうどこれらの

ベータトロンサイドバンドの 2 倍の周波数のところ

に少し振幅は小さいが同じく斜めに流れるスペクトル

が記録されている．そして図の上半分に表示され

ているスペクトルを見るとわかるように周波数掃引に

従ってメインのベータトロンサイドバンドが消える直

前のところで第 3 のピークが出現している．この

ピークは周波数的にはベータトロン振動の 4 倍波と

推測される．1 倍，2 倍のピークは周波数掃引に応じ

て斜めに流れていく様子からその同定について疑いの

余地はないが，第 3 のピークは周波数掃引との対応

がこの記録からだけでは明らかではない点でほんとう

に 4 倍のピークかどうか多少疑問が残る．

. 考 察

八極電磁石の励磁によってダイナミックアパーチャ

などリングの様々な性質が影響を受けるが，今回の測

定で垂直方向のベータトロン振動の共振曲線の形状が

変化することが明らかとなった．ではどうして八極磁

場 K3 を変動させたとき例えば図のような共振曲

線の形状変化が見られるのであろうか．この点に関し

ては非線形な強制振動を記述する方程式から導かれる

共振曲線とその形を比較することによって定性的に理

解される．

ベータトロン振動の方程式は周知の Hill's equation
äy＋K(s)y＝0 である．式(1), (2)で与えられる八極磁

場が存在するときこの方程式は，

äy＋K(s)y－
1
24

S4(s)(－6x 2y＋4y 3)＝0 (3)

となるが，垂直方向のみの振動を想定し x0 として

やると，

äy＋K(s)y＋
1
6

S4(s)y 3＝0 (4)

という形をとると考えられる．

一般に x3 の非線形項を含んだ強制振動の微分方程

式，

äx＋v2
0x＋a ·x＋bx 3＝F cos Vt (5)

は Du‹ng equation として知られている．ここに ax
の項は減衰（damping）を意味する．この項が全くゼ

ロであると固有振動数 v0 で振動を励起したときに振

幅が発散してしまう．正弦波の外力は調和入力と呼ば

れる．式(5)を微小なパラメータ e を用いて書き直し

た方程式，

äx＋v2
0x＋2em ·x＋eax 3＝ek cos (v0＋es) (6)

の解を x＝a cos (Vt－g)と仮定したとき摂動法によっ

て解が求められる．共振周波数近傍での共振曲線の近

似解が非線形振動の古典的な教科書7)に次式で与えら

れている．

s＝
3
8

a
v0

a2±( k 2

4v2
0a2－m2)

2

(7)

ここに s は共振周波数からのずれを表すパラメータ

（detuning parameter）で，a が強制振動の振幅であ

る．また 3 次の非線形項の係数はパラメータ a，減衰

項の係数はパラメータ m，調和入力の大きさはパラ

メータ k で表されている．共振曲線は detuning
parameter s に対する振幅 a の依存性である．（7)式
から s と a の関係を求めてやると図に示したよう

な多価関数が得られる．図は各パラメータの値を

a＝1, k＝1, m＝0.1, v0＝1 として計算した．また測定

結果との比較を容易にするため縦軸は対数目盛りでプ

ロットしてある．

教科書に記述された共振曲線の振る舞いの説明によ

ると，外力の周波数すなわち s を準静的にプラスの

方へ振ったときと，マイナスのほうへ振ったときにそ

れぞれ図の中に描き込んだ矢印のように振幅が変

動する．特徴的なのはプラスの方向へ振ったときで，

実線で描かれた共振曲線に沿って徐々に振幅が増して

行き，共振曲線のピークに達したとき真下の共振曲線
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図 Du‹ng 方程式の共振曲線の a 依存性．a 以外の

パラメータは図 13 と同一．a が負のときは共振

曲線は反対向きに曲がる．
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へ振幅のジャンプが起こる．逆方向に周波数を変えて

行ったときにもピーク付近で微小なジャンプが起こり

うるが全体としては左右対称の共振曲線が得られる．

この定性的な共振曲線の振る舞いはシングルバンチで

観測された図の共振曲線と非常に類似している．

図には非線形項のパラメータ a を変えたときの

共振曲線の形の変化を示した．非線形項が大きくなる

と共振曲線の右への曲がりが大きくなる．実際の測定

では八極電磁石の電流を負側に大きくする方向が八極

磁場の強さ K3 を強くする方向（図参照）であり，

K3 を大きくすると振幅がジャンプを起こす周波数が

だんだん右へシフトしていく状況と定性的に良く一致

している．ちなみに a が負の値を持つときは共振曲

線の曲がりは逆向きになるが，このような状況に相当

する観測結果は今のところ得られていない．

マルチバンチのときに観測された共振曲線（図）

ではシングルバンチのときとは異なりチューンに相当

するところで一旦緩やかなピークを描いているがこの

ような振る舞いは図，図との比較では説明でき

ない．しかし K3 を強くしていくに従って振幅がジャ

ンプする場所が右へシフトしていく振る舞いはやはり

良く一致している．

以上のことから本論分で観測された左右非対称な

ベータトロン振動の共振曲線の形状はまさに八極磁場

の存在とその強さを直接反映したもので，一見非常に

大きな tune spread を観測したようにも見えるが，実

はビームの非線形振動の特性のうち tune spread とは

また異なった側面を観測したものと言えよう．

図では非対称な共振曲線が観測される状況でリ

アルタイムスペアナのデータに励振周波数の明らかな

2 倍波と，加えて 4 倍波と推定されるピークが見られ

た．非線形強制振動の特性からすると，2 倍波のピー

クが観測されると言うことは実際の振動を記述する非

線形微分方程式に y 3 の項のみ（式(4)）ならず，y 2

の項も含まれるということになる．垂直のベータトロ

ン振動に関する 2 次の非線形項，すなわちポテンシ

ャル中の y 3 項は六極電磁石の設置角度誤差や八極電

磁石中心とビーム軌道のずれによって現実の蓄積リン

グに存在することが指摘されている4)．

. ま と め

PF リングでは八極電磁石が横方向の不安定性の発

現や抑制に実用上も重要な働きをしている．まず垂

直，水平方向のビーム不安定性と八極磁場の関連性を

明確に示すデータを紹介した．また八極磁場が存在す

るときベータトロン振動の共振曲線に左右非対称で特

徴的な振る舞いが観測されることを紹介し，定性的で

はあるが非線形振動の微分方程式（Du‹ng equation）
の解析結果と比較することによって共振曲線が示す左

右非対称で特徴的な形状が八極磁場による非線形項に

由来すると考えて間違いないことを示した．
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