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Abstract 

The stability of high-energy crystalline beams has been studied systematically with analytic calculations and molecular 
dynamics (MD) simulations. It is confirmed that a crystalline beam becomes unstable due to lack of the effective 
focusing force when the Lorentz factor γ exceeds the horizontal betatron tune !

x
. We also analyze the stability of one-

dimensional (1D) string crystals, employing a phonon theory. Theoretical predictions are compared with results of MD 
simulations that assume ion beams of various line densities and kinetic energies. It is found that 1D crystals traveling in 
an alternating gradient channel can be stabilized in a very high energy region where ! > "

x
. 

 
高エネルギー結晶化ビームの安定性について  
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１．はじめに 

貯蔵リング中のイオンビームを極限まで冷却する

とその過程である種の相転移が発生し、最終的には

個々の粒子が規則的に配列したクーロン結晶状態に

至ることがわかっている[1]．クーロン結晶化したイ
オンビーム（クリスタルビーム）の物理的性質やそ

の生成法に関する理論的研究は９０年代半ば頃から

精力的に行われており、様々な知見が得られている． 

ビームを結晶化し安定に周回させるためには，少

なくとも以下の条件が必要である： 

1. ビームを高温領域から極低温領域に冷却する過
程で、線形のコヒーレント共鳴が誘起されない

よう配慮すること．この目的のため、単一ラ

ティス構造当たりのベータトロン振動の位相進

みを90度未満に抑えなければならない[2]． 
2. 結晶構造の安定性を確保するには、ビームのエ
ネルギーγ がリング固有のトランジッションエ
ネルギー !

t
以下でなければならない[3]． 

結晶化したビームのエミッタンスは量子的な揺ら

ぎを除き厳密にゼロであり[4]、高エネルギーのクリ
スタルビーム同士を衝突させることができれば，非

常に大きなルミノシティが期待できる[5]．本研究で
は、理論的手法および分子動力学シミュレーション

に基づいて、高エネルギー領域におけるクリスタル

ビームの安定性を様々な線密度で調べた．まず、２

節でクリスタルビームの安定性に関する理論的な考

察を行い、３節で分子動力学シミュレーションによ

る結果を示した後、理論的な予想との比較を行う． 

２．理論的考察 

2.1 要旨 

貯蔵リング中を周回するビーム構成粒子の運動は
ビーム静止系では近似的に次のハミルトニアンに支
配されている： 
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ただし上式では，ラティス構成要素としてドリフト

スペース、偏向電磁石、四極電磁石のみが想定され

ている．βおよびγ は設計粒子のLorentz因子、ρは設
計軌道の曲率半径、 r

pは粒子の古典半径であり、V
c

は粒子間のクーロンポテンシャルに起因する項 
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である． r
n
= (x

n
, y

n
, z

n
)は現在着目している粒子と

は別の粒子の位置ベクトルである．尚，独立変数 s 
は設計軌道に沿って測った距離を表している．式
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(1.1)で外場に平滑化近似を施し、さらに結晶状態で
は dz / ds ! 0 であることを用いると、水平方向の運

動方程式は以下のように書ける： 

d
2
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ds
2
= !

" x

2 ! # 2

R
2

x !
rp

$ 2# 2

%Vc
%x
.        (1.3) 

ここで、Rはリングの平均半径、 !
x
は水平方向の

ベータトロンチューンである．式(1.3)から、クーロ
ン結晶を構成する個々の粒子が感じる実効的な集束

力は、ビームエネルギーの増加に伴って小さくなる

ことがわかる．このように，結晶構造を維持するた

めには、少なくとも ! < "
x
が満足されている必要が

あると予想される． 

2.2 ひも状結晶の安定性 

通常、平滑化近似を用いた解析結果と分子動力学

シミュレーションの結果は概ね一致するが、ビーム

の安定性をより正確に予測するためには外場の時間

変化を考慮しなければならない．本研究では理論的

に扱いやすいひも状結晶の安定性をフォノンモデル

[6]に基づいて予測した． 
完全なひも状結晶状態における個々の粒子の位置

座標は、dを隣接粒子間の距離として、 
x = y = z = 0, xn = yn = 0, zn = nd,  

で与えられる．この座標の周りで !V
c
/!x, !V

c
/!y,

および !V
c
/!zを二次までの展開で近似する： 
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ひも状結晶が行うコヒーレントな振動の波数をkと
すると、 (xn , yn , zn ) = (x, y, z) cos(knd)と書くことがで

きる．これ式(1.4)に代入すると、注目している粒子
の運動方程式として 
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を得る．ここで Ω を 

! = 2
rp

" 2# 2
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と定義した． 
式(1.5)を数値的に積分し、フロケの定理からコ

ヒーレント運動の安定性を判定する．全ての波数 k

に対して運動が安定であれば、ひも状結晶はリング

中を安定に周回する．一例として、超周期数24、
!
x
= !

y
= 5.85のモデルリング（図 1）に対して実際

に解析を行った．図 2はその結果得られたひも状結
晶の安定領域を示している． 
 

 
図 1 モデルリングのラティス関数． !

t
を大きくす

るためにビーム偏向角が負の双極磁石が導入してあ

る．超周期数は24で、リング一周当たりのベータト
ロン振動数は!

x
= !

y
= 5.85に設定してある． 

 
図 2 ひも状結晶の安定領域図．○は安定、×は不
安定であることを表す。(a) 式(1.5)に平滑化近似を
施した場合．(b) 外場の周期的変化を考慮した場合．
実線はHasseらの理論[7]によるひも状結晶からジグ
ザグ構造への転移線密度を示す．強集束系では、

! > "
x
の領域においてもひも状結晶は安定である． 
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３．分子動力学シミュレーション 

前節で用いたモデルリングを想定し、ビームのエ

ネルギーと線密度をパラメータとして、クリスタル

ビームの安定性を系統的に調べた．この目的のため、

分子動力学シミュレーションコードCRYSTAL[8]を
使用した．シミュレーションではまず、イオンビー

ムを理想的な散逸力[9]で冷却してクーロン結晶化さ
せ、その後散逸力を取り除いて、結晶構造がどの程

度持続するかを確認した．図 3は，様々な結晶構造
をもつクリスタルビームの安定領域をプロットした

ものである．○は一万ターン以上安定に周回、△は

一万ターン未満で崩壊、灰色の領域は結晶化しな

かった、もしくは急激に崩壊した領域を示している． 
ドリフトスペース中央で観測したクリスタルビー

ムの断面図の一例を図 4に示す．水平および鉛直方
向のチューンは一致しているのも関わらず、断面形

状が明らかに扁平であることが見て取れる．これは、

先に指摘した水平方向の実効的な集束力の減少に起

因していると考えられる．実際、図 3の結果から、
γ が水平方向のチューン!

x
を超えると、高密度の結

晶化ビームの安定性が急激に低下することがわかる．

この事実は平滑化近似を用いた予測と合致する．一

方で、外場の周期性を考慮に入れたフォノンモデル

による解析結果(図 2(b))から予想されていたように、
ひも状結晶は ! > "

x
の領域でも安定にリングを周回

する．ただし、超高エネルギー領域（ ! " !
t
もしく

は ! >> !
t
の領域）については数値積分による誤差の

影響等をより正確に考慮した高精度の数値解析が必

要で、現在検討中である． 

 

 

図 3 分子動力学シミュレーションの結果.リングは
前節のものと同じである．γ が!

x
を超えると線密度

の高い多次元クーロン結晶は不安定になる． 

 
 

４．まとめ 

高エネルギークリスタルビームの安定性に関し、

現在までに得られている知見について報告した．理

論的考察および多粒子シミュレーションにより、運

動エネルギーの増加に伴って水平方向の実効的な

ビーム集束力が弱まっていくことを確認した；比較

的高密度のクリスタルビームを安定に維持するため

には条件 ! < "
x
が満たされている必要がある．一方、

線形コヒーレント共鳴によるビームの不安定化を避

けるため、単一ラティス構造当たりのベータトロン

振動の位相の進みは90度以下に抑えなければならな
い．これらの事実から、高エネルギークリスタル

ビームの生成にはラティス超周期数の大きな貯蔵リ

ングが必要であると結論できる．ただし、フォノン

モデル解析と分子動力学シミュレーションの結果に

よれば、ひも状結晶は ! >> "
x
の場合も非常に安定

である．超高エネルギー領域におけるひも状結晶の

安定性については更なる理論的考察が必要である． 
 

 

図 4 イオンの実空間粒子分布.ビームエネルギーは
67GeV、線密度は 3.5 !10

7
[m

"1
] . 
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